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Abstract: 確率的潜在変数モデルは，データの背後にある潜在的な情報を確率変数としてモ

デル化し，データの理解や予測などを可能とする数理モデルである．本稿では，この潜在変

数に対して量子揺らぎを導入し変分ベイズ法により学習する手法 [1]を紹介する．変分ベイ

ズ法は，統計的機械学習，特に確率的潜在変数モデルの学習において最も多く用いられてい

る学習アルゴリズムの一つであるが，局所解に陥るという問題がある．量子揺らぎを導入す

ることで変分ベイズ法で陥る局所解からより良い解への状態遷移が期待される．
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1 はじめに
確率的潜在変数モデルは，潜在変数と呼ばれる確率変

数をデータの生成過程のモデル化に導入した数理モデル

である．潜在変数を導入することで，データの隠れた性

質を抽出し，予測やデータ解析に役立てることができる．

確率的潜在変数モデルの学習は，多数の局所解を持つ非

線形最適化問題として定式化される．このような場合

の１つのアプローチとして， Deterministic Annealing

(DA) [2]がある．DAは，Simulated Annealing (SA) [3]

に基づき，温度を模したパラメータを導入し，熱揺らぎ

を制御することで，より最適な解を探索する手法である．

近年，量子情報理論では熱揺らぎとは異なる揺らぎとし

て量子揺らぎを用いた Quantum annealing (QA)が注

目を集めている [4, 5, 6]．本稿では，統計的機械学習分

野で幅広く用いられている学習アルゴリズムである変分

ベイズ法 [7]に対して量子揺らぎを導入した研究 [1]につ

いて紹介する．量子揺らぎを導入することで，古典系と

は異なる空間での学習が可能となる．これにより古典系

では起こることがないような学習プロセス（状態遷移）

が起こり効率的な学習が可能になることが期待されて

いる．

2 変分ベイズ法の概要
データ数を N，データを x(= (x1, · · · , xN )) と表記

する．データの生成過程では，各データ xi は，各々潜

在変数 ziに依存していると仮定する．本研究では,潜在
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変数 ziは離散値 {1, 2, · · · ,K}を取ると仮定する．例え
ば，確率的混合モデルの場合には，ziは，潜在クラスを

意味し，K はクラス数もしくはコンポーネント数であ

る．以下，確率的混合モデルを例に話を進める．

N データに対する潜在変数割り当ての総数を L(=

KN )とする．潜在変数によるクラスタリングの場合に

は，N データに対する潜在変数割り当ての総数とは，ク

ラス割り当ての総数を意味する．次の節で，量子系に

拡張するために，z = (z1, z2, · · · , zN )の状態のとり方

に対応する変数を導入する．N データに対する１つの

潜在変数割り当てを σ(ℓ)(ℓ = 1, 2, · · · , L)とする．σ(ℓ)

は，ℓ番目の要素が 1でそれ以外が 0である L次元指標

ベクトルとする．また σ = {σ(ℓ)}Ll=1 とする．例えば，

N = 3,K = 2のとき，(z1, z2, z3)の取りうるパターン

は，(1, 1, 1), (2, 1, 1), (1, 2, 1), (2, 1, 1), (2, 2, 1), (2, 1, 2),

(1, 2, 2), (2, 2, 2) の L = 23 = 8 通りある．σ(ℓ) (ℓ =

1, 2, · · · , 8)は，これらのパターンに対応する変数であ
る．つまり，σ(1) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)が (z1, z2, z3) =

(1, 1, 1)，σ(2) = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)が (z1, z2, z3) = (2, 1, 1)

を表すなど．θをモデルパラメータの集合とする．

変分ベイズ法では，N データの対数尤度 log p(x)の

σ,θに関する周辺対数尤度の下限を考える．

log p(x) =

∫ L∑
ℓ=1

log p(x, σ(ℓ),θ)dθ

≥
∫ L∑

ℓ=1

q(σ(ℓ),θ) log
p(x, σ(ℓ),θ)

q(σ(ℓ),θ)
dθ (1)

ここで

Fc[q] =

∫ L∑
ℓ=1

q(σ(ℓ),θ) log
p(x, σ(ℓ),θ)

q(σ(ℓ),θ)
dθ (2)



とする．この変分下限 Fc[q]を最大にする q(σ,θ)を求め

るのが変分ベイズ法である．

3 量子揺らぎを導入した変分ベイズ

法
量子揺らぎを導入するために，周辺対数尤度をハミル

トニアンを用いて再定式化する．
エネルギ関数を E[σ(ℓ)] = − log p(x, σ(ℓ))とし，ハミ
ルトニアンHc を以下のように定義する．

Hc =


E[σ(1)]

E[σ(2)] 0
0 . . .

E[σ(L)]

 . (3)

データ xは，ハミルトニアンHcを用いて以下のよう

に表すことができる．

log p(x) =

L∑
l=1

log p(x, σ(ℓ)) = logTr{e−Hc)} (4)

したがって，変分ベイズ法は，log Tr{e−Hc)})の σ,θ

に関する周辺対数尤度の下限を最大にする q(σ,θ)を推

定する手法であると考えられる．

ハミルトニアンHcに対して量子揺らぎを制御するパ

ラメータ Γを導入したハミルトニアンHを以下のよう
にして定式化する．

H = Hc +Hq (5)

ここで

Hq =

N∑
i=1

σxi (6)

σxi =

 i−1⊗
j=1

Ek

⊗ σx ⊗

(
N⊗

l=i+1

Ek

)
(7)

σx =Γ(Ek − 1k) (8)

1k =


1 ... 1
...

. . .
...

1 ... 1

 (k by k matrix) (9)

Ek =k × k 単位行列 (10)⊗
はクロネッカー積を示す．Hq の導入は，対角行列で

あるHcの非対角項に対して Γを導入することを意味す

る．Γ = 0の場合, H = Hc で古典系のハミルトニアン

となり，Γ ̸= 0の場合は，非対角要素の古典状態 (Hcの

固有ベクトル) 間の量子力学的遷移が引き起こされる．

この状態遷移をパラメータ Γによって制御することに

より量子揺らぎが導入される．

量子系ハミルトニアン Hのダイナミクスは，シュレ
ディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
|σ(t)⟩ = H|σ(t)⟩ (11)

に従う．ここで |σ(t)⟩は時刻 tでの状態ケットベクトル，

iは虚数で ℏは換算プランク定数．もしくは，微小時間
∆tでの時間発展演算子 e−iH∆t/ℏ を用いて

|σ(t+∆t)⟩ = e−iH∆t/ℏ|σ(t)⟩ (12)

により状態ベクトルの時間発展を追うことができる．し

かしながら，機械学習での応用を考えた場合，N は非常

に大きく，それに伴い K も大きく取る必要があり，H
は高次元な行列となり現実的には実行不可能である．ま

た，統計的機械学習では状態ベクトル (潜在変数)の事後

分布に興味があることが多いため q(σ)を求めたい．し

たがって，変分ベイズ法の枠組みを用いる．

逆温度 βを導入して， log Tr{e−Hc}を log Tr{e−βH}
と拡張する．この log Tr{e−βH)} の σ,θ に関する周辺

対数尤度の下限を最大にする q(σ,θ)を推定することに

よって，量子効果を考慮した変分ベイズ法を導出する．

すなわち，

log p(x) = logTr{e−βH} ≥ F [q] (13)

となるF [q]を最大にする変分事後分布 q(σ,θ)を求める．

F [q]を求める１つの方法として，Hの固有値分解を伴
いることが考えられるが，シュレディンガー方程式を解

く場合と同様に計算量的には現実的ではない．したがっ

て，Tr{e−βH}を鈴木トロッター展開 [8, 9]に基づき経

路積分表示することで変分下限を導出する．

経路積分表示を行うと実時間とは別にトロッター (虚

時間)軸と呼ばれる軸が導入される．jをトロッター軸上

で異なるトロッター平面 (虚時刻)を識別する添字とする．

実際に変分ベイズ法を古典計算機上で実行する場合は，

複数の変分ベイズ法を動かし，それぞれのシミュレーショ

ンがトロッター平面に対応する．つまり jは並列実行す

る際のプロセスの識別番号である．今トロッター数 (プ

ロセスの並列数)をmとする．また σj (j = 1, 2, · · · ,m)

をプロセス j での潜在変数の割り当て状態とする．σj,i

を，プロセス jにおけるデータ ziに対応するK 次元指

標ベクトルとし，zi番目の要素が 1で，それ以外を 0と

する．σj =
⊗N

i=1 σj,i とする．

導出された変分下限は以下のようになる (詳細は [1]を



参照)．

F [q] =
β

m

m∑
j=1

Fc[q(σj , θj)] + f(β,Γ)R[q(σ1, σ2, · · · , σm)]

(14)

R[q(σ1, σ2, · · · , σm)]

=
m∑
j=1

∑
σj

∑
σj+1

q(σj)q(σj+1)s(σj , σj+1) (15)

s(σj , σj+1) =
N∑
i=1

δ(σj,i, σj+1,i) (16)

f(β,Γ) = log

(
e−

βΓ
m + 1

ke
− βΓ

m (1−K) − 1
K e−

βΓ
m

1
ke

− βΓ
m (1−K) − 1

K e−
βΓ
m

)
(17)

F [q]は，各プロセス jにおける古典系の変分下限Fc[q(σj , θj)]

の和と，各々のプロセスにおける潜在変数の事後分布に

関する制約項 R(·)によって定式化される．f(β,Γ)は，

制約項 R(·)の重みパラメータでこの関数を制御するこ
とで量子揺らぎを制御する．

このF [q]を最大にする事後分布 q(σj , θj) (j = 1, 2, · · · ,m)

を求めることで量子揺らぎを導入した変分ベイズ法が可

能となる．ここで重要なことは，R(·)及び f(β,Γ)はモデ

ルに独立である．つまり，古典系の変分下限Fc[q(σj , θj)]

さえ導出できていれば，R(·)及び f(β,Γ)を追加して最

適化するだけで，これまで提案されてきた様々なモデル

に量子揺らぎを導入して学習することが可能である．

4 Quantum Latent Dynamics

本稿で説明した量子揺らぎを導入した変分ベイズ法

では，１つのデータに対して複数の潜在変数の事後分布

q(σ1, σ2, · · · , σm) =
∏m

j=1 q(σj) を求めることになる．

この複数の確率分布 {q(σj)}mj=1 は虚時間軸方向での潜

在変数のダイナミクスを表現しており，量子揺らぎによ

り虚時間軸方向でどのような現象が起こっているのかを

解析する１つの手段になると考えられる．

5 おわりに
本稿では，変分ベイズ法 [7]に対して量子揺らぎを試

みた研究 [1]について簡単に紹介した．変分ベイズ法は，

機械学習分野において様々なモデルで適用されている．

したがって，学習アルゴリズムの研究としては，変分ベ

イズ法で学習可能なモデル全般に適用可能であるように

アルゴリズムを構成することは重要であり，今回紹介し

たアルゴリズムはまさにそのような構成になっている．

このことは，機械学習分野に対して量子揺らぎの制御に

よる学習という新しい領域を開き，さらに量子揺らぎを

導入可能なモデルの幅を広げたという２つの貢献がある

と考えらる．最後に，ここで提案されているアルゴリズ

ムは並列計算と相性が良いため今後は並列化技術との組

み合わせもまた重要になってくると考えられる．
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