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動的潜在グラフ構造の動的・非動的成分への分解
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Abstract: 共分散選択は確率変数間の条件付き独立性に基づいて変数間の本質的な依存関係

（潜在グラフ構造）を解析する統計的手法である．本発表ではこの潜在グラフ構造が動的に変

化する問題，特に変化が構造の一部にのみ現れる場合を扱う．これはシステムの部分的な故

障を発見する異常検知や，依存関係の短い時間間隔での変化を解析する場合の自然な仮定で

あると考えられる．従来の共分散選択の枠組みを拡張した，変数間の依存関係を動的・非動

的な成分へと分解する手法について述べ，その異常検知への応用について紹介する．
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1 まえがき
実世界の多変量データ，例えば為替 [1]，遺伝子ネット

ワーク [2]や生体データ [3]は各観測変数の背後に複雑

な変数間依存関係（潜在グラフ構造）を内包している．

このような潜在グラフ構造はデータを生成する機構と密

接な関係を持っている．例えば脳の各部位間の相互作用

は fMRI信号間の依存関係として表現される [3]．

データの生成機構が周辺環境の変化を受けたり，時間

に対する非定常性を有している場合，その変化に対応し

て潜在グラフ構造もまた動的に変化する．本研究では，

このような構造変化が特に潜在グラフ構造の一部にのみ

起こる場合を扱う．例えば工学システムではシステム全

体の異常よりもその部分システムの故障の方がより起き

やすい．この時，システム各部から得られるセンサデー

タには故障に起因する異常が見受けられる．しかし，そ

のような場合においても故障の影響を受けていない正常

な部分システムの挙動は依然として不変な依存関係を示

す．そのため，依存関係の変化を解析してその動的・非

動的な成分を抽出することで故障部位を特定する手掛か

りを得られることが期待される．この部分変動の仮定は

工学システム以外でも，例えば比較的短い時間単位にお

ける変化を見る場合に，潜在グラフ構造の変化が急激な

部分（動的な変化）と比較的ゆっくりとした部分（非動

的な変化）の 2種類を有している場合の近似的なモデル

としても解釈できる．

本研究ではこのように潜在グラフ構造が動的・非動的
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図 1: 潜在グラフ構造の動的・非動的成分への分解

な成分を持つ場合に両者を識別・分解する手法を提案

する．提案法のイメージを図 1に示す．我々は潜在グラ

フ構造のモデルとしてグラフィカルガウシアンモデル

（GGM）を導入し，既存のGGM構造推定問題 [4, 5, 6]

の拡張として共通部分構造推定問題を定式化した．また，

それに対してブロック座標降下法 [7]によるアルゴリズ

ムを導出した．本稿の後半では，さらに共通部分構造推

定の相関異常検知 [8]への応用について紹介する．

2 共分散選択
多変量解析において，変数間の関係性を計る指標とし

て共分散がしばしば用いられる．しかし，一般に 2 変

数 xj と xj′ の間の共分散は第 3変数 xk の影響を受け

る．そのため，変数間の本質的な依存関係を調べるため

にはこのような第 3 変数の影響を排除した，変数間の

条件付き独立・従属性を解析する必要がある．確率変数

x = (x1, x2, . . . , xd)
⊤ ∈ Rd が正規分布に従う時，この

変数間の条件付き独立・従属性は共分散行列 Σの逆行



列，精度行列 Λにより表現される．正規分布の下では，

変数 xj と xj′ が条件付き独立であることと，Λの (j, j′)

成分が 0 であることは同値である．また，このとき各

変数 xj を頂点とし，隣接行列が Λで与えられるグラフ

をグラフィカル・ガウシアン・モデル（GGM）と呼ぶ．

特に，一部の変数間のみが依存関係を持つ場合は Λの

多くの非対角要素は 0となり，GGMは疎なグラフとな

る．疎な GGMは変数間の本質的な依存構造を表現し，

背後のデータ生成機構に関する重要な知見を提供する．

このような疎な潜在グラフ構造をデータから推定する問

題は共分散選択 [9]と呼ばれている．

2.1 ℓ1正則化最尤推定

一般に真の精度行列Λが疎であっても，標本から最尤

推定等により得られた共分散行列 Σ̂の逆行列 Λ̂ = Σ̂−1

は密であり，対応するGGMは完全グラフとなる．この

ような事態を避けて標本から疎な精度行列を学習する

方法として近年 ℓ1正則化を用いる方法 [10]が提案され

た．これはさらに正規分布の最尤推定の枠組みへと拡張

され，以下の最適化問題として定式化された [4, 5]：

max
Λ∈Rd×d

ℓ(Λ; Σ̂)− ρ∥Λ∥1 s.t. Λ ≻ 0 . (1)

ここで ρは非負定数，ℓ(Λ; Σ̂)は次式で与えられる正規

分布の対数尤度関数である：

ℓ(Λ; Σ̂) = log detΛ− tr
(
Σ̂Λ

)
. (2)

また，Λ ≻ 0は Λが有効な精度行列となるために正定

値行列であることを要請している．式 (1) を解くこと

により得られる精度行列は第 2項の ℓ1 正則化の影響に

より疎となる．式 (1)は凸制約条件下での凹関数最大化

問題であり，ブロック座標降下法を用いたアルゴリズム

(GLasso) [6]により効率的に解を得ることができる．

2.2 同時構造推定

ℓ1 正則化最尤推定 (1)は 1つの共分散行列 Σ̂から疎

な精度行列 Λを推定する問題であった．これをマルチ

タスク学習 [11] の枠組みを用いて N 個の共分散行列

Σ̂1, Σ̂2, . . . , Σ̂NからN個の疎な精度行列Λ1,Λ2, . . . ,ΛN

を推定する問題へと拡張したものがGGMの同時構造推

定問題である．Honorio [12]らは N 個の GGMが共通

のグラフ構造を持つと仮定し，group Lasso [13]の方法

を用いて以下の同時構造推定問題を定式化した：

max
{Λi}N

i=1

N∑
i=1

tiℓ(Λi; Σ̂i)− ρ
∑
j ̸=j′

max
i

|Λi,jj′ |

s.t. Λ1,Λ2, . . . ,ΛN ≻ 0 . (3)

ここで ρは非負の正則化パラメータ，t1, t2, . . . , tN は非

負定数である．この問題では (1) とは異なり同時構造

Λ̂jj′ = maxi |Λi,jj′ |に制約を加えて疎にすることで，行
列の一部の成分について共通してΛ1,jj′ = Λ2,jj′ = . . . =

ΛN,jj′ = 0となるように構造の推定を行う．マルチタス

ク学習ではこのように N 個の推定問題間で情報を共有

することにより結果の精度を向上させることができる．

3 共通部分構造推定問題

3.1 問題設定

GGMの共通構造推定問題の目的はN 個の共分散行列

Σ̂1, Σ̂2, . . . , Σ̂N から，精度行列Λ1,Λ2, . . . ,ΛN に共通す

る要素（非動的な成分）を推定することである．ただし，

共分散行列は全て等しく d次元で，確率変数 x1, . . . , xd

は同質であるとする（たとえば，どの共分散行列につ

いても x1は”センサ Aの値”）．この仮定の下で複数

GGMの共通部分構造を以下により定義する：

定義 1 (複数GGMの共通部分構造) 各 GGM に対応

する精度行列をΛ1,Λ2, . . . ,ΛN とする．この時，これら

の共通部分構造を以下の隣接行列 Θにより定義する：

Θjj′ =

{
Λ1,jj′ , if Λ1,jj′ = Λ2,jj′ = . . . = ΛN,jj′

0 , otherwise
.

この定義は時系列データの弱定常性の定義を偏共分散へ

と拡張したものとして解釈することができる．ここで定

義される共通部分構造は各変数間の依存構造のうち N

個のGGM全てにおいて共通した重みを持つ辺のみを有

するグラフである．上記の共通部分構造の条件は N 個

の精度行列間での最大変動幅maxi,i′ |Λi,jj′ −Λi′,jj′ |が
0であることと等価である．そこで，我々はこれを新た

な正則化項として加えた以下の正則化最尤推定問題を定

式化した：

max
{Λi}N

i=1

N∑
i=1

ti ℓ(Λi; Σ̂i)

−
∑
j ̸=j′

(
ρmax

i
|Λi,jj′ |+ γmax

i,i′
|Λi,jj′ − Λi′,jj′ |

)
s.t. Λ1, Λ2, . . . , ΛN ≻ 0 . (4)

ここで ρ, γは非負の正則化パラメータ，t1, t2, . . . , tN は∑N
i=1 ti = 1 を満たす非負定数であり，通常は i 番目

のデータセットのサイズを ni とした時に ti =
ni∑N
i=1 ni

により与えられる．1つ目の正則化項は (3)で用いられ

ている同時正則化項であり疎な推定結果を与える．他

方，今回加えた 2 つ目の正則化項は N 個の推定結果

のうち最大の変動幅に制約を与るものであり，これに



より一部の成分が N 個の GGMについて共通，つまり

Λ1,jj′ = Λ2,jj′ = . . . = ΛN,jj′ とすることができる．最

終的な共通部分構造は推定された精度行列に定義 1を適

用することにより得ることができる．

3.2 既存手法との関連

2つのデータセット間での依存構造の変化を検出する

方法として Zhang[14]らの研究がある．これは従来の ℓ1

正則化の枠組み [10]に Fused Lasso[15]型の正則化を加

えたものである．今回定義した共通部分構造推定問題

(4) はこれを正規分布の正則化最尤法として書き直し，

さらに N ≥ 3の場合へと拡張したより一般的な問題と

みなすことができる．また，Zhangらの提案したアルゴ

リズムは N = 2の場合に限定されたものであり，本問

題 (4)へと適用することはできない．次章で我々の提案

アルゴリズムを紹介する．

4 アルゴリズム
共通部分構造推定問題 (4)は凸問題であり，解を効率

的に得ることができる．本章ではブロック座標降下法を

用いた最適化アルゴリズムの概略1を紹介する．なお，ブ

ロック座標降下法の最適化への収束は [7]の定理 4.1に

より保証される．

ブロック座標降下法では各精度行列 Λiの中の 1つの

成分を選び，それ以外の値を固定する．その上で対象と

する成分に関する部分最適化問題を解く．これを対象と

する成分を変えながら逐次的に解を更新していく．各ス

テップにおける部分最適化問題は行列の対角成分と非対

角成分についてそれぞれ異なった問題となる．

まず行列の (m,m)成分（対角成分）を最適化する場

合を考える．この時，精度行列，共分散行列の中の変数

xmに関する成分を行列の最終行・列へと並び替えて以

下のように分割する：

Λi =

[
Zi zi

z⊤
i ωi

]
, Σ̂i =

[
Pi pi

p⊤
i qi

]
. (5)

今，行列の (m,m)成分 ωi 以外は全て定数として扱い，

最適な ωi の値は以下により与えられる：

ωi = z⊤
i Z

−1
i zi + q−1

i . (6)

この時 Zi ≻ 0であれば常に Λi ≻ 0となる．そのため，

Λi の初期値を正定になるように選ぶことで，ブロック

座標降下法の各ステップで常に行列の正定値性を保証す

ることができる．

1詳細については [16] を参照．また問題は多少異なるが [17] にお
いても同様のアルゴリズムを採用している．

次に各行列 Λiの (m,m′)成分 viを最適化する問題を

考える．これは N 個の行列の (m,m′)成分を並べたベ

クトル v = (v1, v2, . . . , vN )⊤ に関する以下の最適化問

題として与えられる：

min
v

1

2
v⊤diag(a)v − b⊤v

+ρ∥v∥∞ + γmax
i,i′

|vi − vi′ | . (7)

ここで a, b ∈ RN は各行列 Λi の (m,m′)成分以外の値

及び Σ̂i から定義されるベクトルである [16]．さらにこ

の問題の双対問題は以下で与えられる：

min
ξ

1

2
(b− ξ)⊤diag(a)−1(b− ξ)

s.t. |1⊤
Nξ| ≤ ρ, ∥ξ∥1 ≤ ρ+ 2γ . (8)

ここで双対変数 ξは ξ = b− diag(a)wにより定義され

る．この問題は解を実行可能領域上の位置に応じて 3通

りに場合分けすることができ，それぞれ Lasso，連続 2

次ナップザック問題 [12]を解くことで解が得られる [16]．

5 相関異常検知への応用
本章では共通部分構造推定の異常検知問題への応用に

ついて紹介する．異常検知の目的は各変数が 2つのデー

タセット間の差異にどれだけ寄与しているかを定量的に

求めることである．相関異常検知は各変数間の相関の変

化に基づいて異常を判定する問題である．Idé[8]らはこ

れに対し疎な精度行列，特にGLasso (2.1節) [6]による

推定結果が比較的ノイズにロバストであることを実験的

に示し，相関異常検知への応用を行った．共通部分構造

推定 (4)ではデータセット間での精度行列の変動幅に制

約を加えているため，よりばらつきの少ない推定結果を

与える．特に，異常に寄与していない変数間の構造は共

通部分構造として推定されうる．このようなよりノイズ

にロバストで安定した推定結果を用いることで，正常な

変数と異常な変数をより明確に識別できるようになるこ

とが期待される．

5.1 相関異常スコア

Idé[8]らは精度行列に基づいて各変数の相関異常度を

スコアリングする方法を提案した．今，2つのデータセッ

トがそれぞれ正規分布 p1(x) = N (0d,Λ
−1
1 )，p2(x) =

N (0d,Λ
−1
2 )から生成されているとする．この時，x\jを

xから j番目の変数を除いたものとすると，それぞれの

データセットにおける変数 xjの条件付き分布 p1(xj |x\j)

とp2(xj |x\j)の間のKullback-Leibler(KL)ダイバージェ

ンスDKL[p1(xj |x\j)||p2(xj |x\j)]を p1(x\j)について期



待値を取った量 d12j は以下で与えられる [8]：

d12j = p⊤
1 (z2 − z1)

+
1

2

{
z⊤
2 P

−1
2 z2

ω2
− z⊤

1 P
−1
1 z1

ω1

}
+
1

2

{
log

ω1

ω2
+ q1(ω2 − ω1)

}
. (9)

ここで変数 j に対応する成分を Λi の最終行・列へと並

び替え，行列を以下のように分割した：

Λi =

[
Zi zi

z⊤
i ωi

]
, Λ−1

i =

[
Pi pi

p⊤
i qi

]
. (10)

KLダイバージェンスは非対称なため，各変数 xj につ

いての相関異常スコア aj は以下により定義される：

aj = max(d12j , d21j ) . (11)

5.2 実データへの適用実験

本節では提案法と前節の相関異常スコアを用いて実

データの相関異常検知を行う．対象とするデータは Idé[8]

らにより用いられた自動車センサデータである．これは

42個のセンサ（変数）からなるデータセットであり，正

常状態での 79試行及びセンサ異常を含む状態での 20試

行からなる．ここでセンサ異常は 24番目と 25番目のセ

ンサが逆に接続されていることに起因する．各試行につ

き 1つの標本共分散行列が得られ，これらから異常セン

サを検出することが目的である．Idé[8]らは GLassoを

用いて各標本共分散行列に対応する精度行列を求め，そ

こから前節の相関異常スコアにより異常検知を行った．

しかし，今のように複数の標本共分散行列が得られてい

る状況下ではそれらを合わせて用いることで検出精度が

より向上することが期待できる．そこで我々は GLasso

により精度行列を個別に推定するのではなく，共通部分

構造推定により同時に全ての精度行列を推定し，それに

より異常検知性能がどのように変化するかを観察する．

本実験では比較対象としてGLassoと従来の同時構造推

定手法 (2.2節，MSL) [12]を導入した．

以下が本実験の流れである．まず初めに対象データと

して正常状態の 79個の共分散行列から 20個，異常状態

の 20個の共分散行列から 5個をそれぞれランダムに選

び出す．次に，この 25個の共分散行列に対し，GLasso,

MSL及び提案法により精度行列の推定を行う．ただし，

ここでMSL及び提案法の重み tiは 2つの状態間での影

響のバランスを取るために正常状態については ti =
1
40，

異常状態については ti =
1
10 とした．最後に，得られた

25個の精度行列について正常状態と異常状態から 1つ

ず選び出した各ペア 20 × 5通りについて相関異常スコ

アを計算する．

5.3 実験結果

以上の実験を選び出す共分散行列を変えて 100回繰り

返した時の平均の異常検知性能のROC曲線を図 2に示

す．ここで正則化パラメータ ρは結果のAUCが最大に

なるように選び，また提案法の γについてはヒューリス

ティック [16]により計算した．ここではまず提案法及び

MSLが GLassoよりも良い異常検知性能を与えている

ことを見ることができる．これは提案法，MSLが共に

精度行列の同時推定を行う手法であり，GLassoにより

個別に推定を行った場合よりも推定結果のばらつきが抑

えられ安定するためと考えられる．

提案法とGLasso, MSLの差異をより詳細に見るため

に，100回の繰り返し実験により得られた相関異常スコ

アの中央値及び 25%，75%点を図 3に示す．ここではそ

れぞれ正常-異常状態間及び正常状態間，異常状態間に

おけるスコアを各手法について描画した．まず正常-異

常状態間のスコア中央値を各手法について比較すると，

提案法が 16 ∼ 21，33 ∼ 42番のセンサを中心に正常な

センサについてより低いスコアを与えていることを見る

ことができる．また 25%，75%点からは提案法が他 2手

法に比べてばらつきの少ない，安定したスコアを与えて

いることがわかる．この傾向は正常状態間，異常状態間

ではより顕著になっている．正常状態間，異常状態間で

はどちらの場合についても全ての変数についてスコアが

0になることが理想的な結果である．しかし，提案法の

結果からは 3番や 7番，11番や 26番は各状態において

も高いスコアを与えていることを見ることができる．こ

れらの結果を正常-異常状態のものと対比することで相

関異常を与えているセンサの候補を 22番，24番，25番，

28番，32番へとさらに絞り込むことができる．GLasso

やMSLは各状態での相関異常スコアも比較的高い値を

有しており，またそのばらつきも大きいため提案法に比

べてこのような対比が困難となっている．今回の実験に

おいてはこのような提案法の優位性は異常検出性能その

ものには直接的に影響を及ぼさずMSLと同等の結果で

あったが，より複雑な相関異常を有するデータへと適応

する際にはその差異が明確になることが期待される．

6 おわりに
本研究ではデータの潜在グラフ構造を動的・非動的成

分へと分解する手法の開発を行った．我々はこの問題を

複数の GGMに対する共通部分構造推定として定式化

し，それに対しブロック座標降下法による最適化アルゴ

リズムを与えた．また共通部分構造推定の相関異常検知

への応用について実データに基づいた検討を行った．実



データ実験において提案法は従来法と同等の異常検知性

能を与え，また得られた異常スコアは提案法の有用性を

示すものであった．

今後の課題としては共通部分構造推定の漸近的挙動の

解析や adaptive Lasso型 [18]の定式化への拡張などが

挙げられる．また，より異常検知に適した構造推定手法

の開発も興味深い問題である．
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図 2: 相関異常検知性能：最大 AUCと ROC曲線
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図 3: 相関異常スコア：各プロットは全て最大値が等しくなるように正規化してある．各グラフ中の実線は各センサ

について 100回の実験により得られたスコアの中央値，破線はそれぞれ 25%点，75%点を表している．また，縦の

点線は真の異常センサを表している．上段 (a), (b), (c)は正常-異常状態間の相関異常スコア，中段 (d), (e), (f)は正

常状態間の相関異常スコア，そして下段 (g), (h), (i)は異常状態間の相関異常スコアである．


